VII Die Widerlegung der Unentscheidbarkeit von Godel's Satz '

Dez. 2022. Kurt Godel konstruierte 1931 einen Satz der Theorie der natiirlichen Zahlen fiir den
weder ein Beweis noch eine Widerlegung existieren soll, obwohl er wahr ist.

Die wahre Bedeutung der 0, ,,nichts*?, eréffnet neue Moglichkeiten der Beweisfithrung. Sitze
iiber ,,nicht-Existenz‘ lassen sich durch dquivalente Sitze liber ,,nichts* beweisen. Durch ,,nichts*
der Beweisfithrung wird Gddels Satz, der auf der ,,nicht-Existenz* seines Beweises beruht,
bewiesen und entschieden. Die Theorie der natiirlichen Zahlen ist vollstindig, unvollstindig ist das
Axiomensystem das Godel voraussetzte. Durch das Axiom des ,,nichts* der Beweistheorie wird es
vervollstandigt.
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1. Einleitung

Kurt Godel publizierte einen fundamentalen Artikel ,,Uber formal unentscheidbare Sitze der
Principia Mathematica und verwandter Systeme I ( 1931 )“. Er konstruierte einen Satz G der
Theorie der natiirlichen Zahlen, der iiber sich selbst aussagt, daB fiir alle axiomatisch
gegriindeten Sequenzen von Formeln gilt, daf} sie ihn nicht beweisen konnen. Fiir diesen Satz
wiederum fordert Godel in seinem 1. Unvollstindigkeitssatz, dall weder ein Beweis noch eine
Widerlegung durch eine Sequenz existiert, obwohl er wahr ist. Der 2. Unvollstindigkeitssatz
sagt aus, daf auch die Widerspruchsfreiheit der Theorie ist nicht beweisbar sei. Godel behauptet
weiter, daf} zusitzliche Axiome nicht dazu fiihren konnten, dafl G entschieden werden kann.
In dem vorliegenden Artikel wird gezeigt, daB3 ein solches Axiom doch formuliert werden kann.
Der Ausgangspunkt ist die Aquivalenz der Begriffe ,,nichts* und ,,nicht-Existenz*. Aquivalente
Aussagen iiber die Existenz von ,,nichts* und die ,,nicht-Existenz‘ beweisen sich gegenseitig.
Dadurch ergibt sich eine neue Moglichkeit der Beweisfiihrung, die essenziell ist fiir den Beweis und
die Entscheidbarkeit von Godel's Satz.

Entscheidend ist, daB3 das ,,nichts*, das im 16. Jahrhundert aufgrund von Vorbehalten gegen das
metaphysische Nichts aus der Mathematik verdrangt wurde,. wieder aufgenommen wird.

2. Godel's Satz und die Unvollstindigkeitssiitze

Ein Beweis besteht aus einer Sequenz von Formeln deren erste ein Axiom oder eine Regel ist, die
letzte ist der bewiesene Satz. Godel hat die Beweisfiihrung durch natiirliche Zahlen, die sog.
Godelnummern, codiert, sic werden durch ™ 7 gekennzeichnet. Ein Satz wie auch eine Sequenz
werden jeweils durch eine natiirliche Zahl x abgebildet.

Godels Satz G ist dadurch definiert, daB fiir alle Sequenzen gilt: sie konnen den Satz mit der
Godelnummer "G " nicht beweisen. G macht also eine Aussage iiber sich selbst, das ist dadurch
moglich, daB sich der Satz durch die Godelnummer"G ? zitiert. Formal wird diese Aussage durch

( 1) mit folgender Bedeutung der Zeichen ausgedriickt: ¥V ( fiir alle ), — ( nicht ), -~ ( Beweis ).
Eine Sequenz besitzt eine Godelnummer x > 1.

(1)G=Vx>1:=(x>1F"G")

Wird vorausgesetzt, dall G durch eine Sequenz beweisbar ist, so widerspricht dies dem Satz selbst.
Wird vorausgesetzt, da3 G widerlegbar ist, dann wire seine Negation beweisbar. Diese sagt aus, dal3

1 Die Thematik einschliefSlich der Literaturnachweise sind Teil des Buches von Gert Treiber, ,, Nichts “ Krise und
reEvolution der Grundlagen der Mathematik, Cuvillier Verlag, 2020
2 Artikel I Empirische Tatsache: Die 0 ist keine Zahl sondern représentiert ,,nichts*



eine Sequenz existiert, die G beweist. Auch diese Feststellung ist widerspriichlich.

Der 1. Unvollstiindigkeitssatz sagt aus, dal Godel's Satz ist durch eine Sequenz nicht
entscheidbar ist. Dieser Satz ist und bleibt richtig. Die Widerlegung der Unentscheidbarkeit
unter 3, erfolgt durch ,,keine Sequenz*.

Bei der Konstruktion von Godel's Satz wurde Widerspruchsfreiheit der einzelnen Schritte
vorausgesetzt. Daraus folgt Godel's Satz. Aus einem Beweis der Widerspruchsfreiheit wiirde
deshalb der Beweis von G folgen. Dieser Beweis ist nach Godel nicht moglich, folglich ist auch ein
Beweis der Widerspruchsfreiheit ausgeschlossen, wie der 2. Unvollstindigkeitssatz aussagt.

3. Axiom des ,,Nichts* des Beweisfithrung

Der Beweis von Godels Satz erfordert ein Axiom. Die 0 ist der Ausgangspunkt dieser
Voraussetzung. Das Zeichen markiert eine Leerstelle in der Folge von Ziffern einer Stellenwertzahl
sowie in Gleichungen, und reprisentiert ,,nichts* der Zahlen®. Auch die Stelle, an der eine Sequenz
steht ist leer, wenn ein Satz nicht beweisbar ist. Die leere Beweisstelle kann ebenfalls mit 0
gekennzeichnet werden, was ,,nichts* der Beweisfiihrung entspricht. Die Definition der 0 wird um
diese Bedeutung erweitert:

(2) Definition: 0 ist das Zeichen, das ,,nichts* der Beweisfiihrung, ,,keine Sequenz*,
reprisentiert.

Das Axiom des ,,nichts* der Beweisfithrung wird durch ( 3 ) formuliert. 3 steht fiir “es existiert”,
% ist ein Zeichen, der griechische Buchstaben I" bezeichnet eine Sequenz, ¢, kennzeichnet einen
Satz, der durch eine Sequenz nicht beweisbar ist.

(3)(32:2=0)F = (A: T+ @up)

Das Axiom ist intuitiv verstindlich. Die Voraussetzung der Existenz des ,,nichts* der
Beweisfiihrung beweist die ,,nicht-Existenz* eines Beweises von @, .

Alle falschen sowie Godels wahrer Satz sind Sitze @y, -

4. Die Widerlegung der Unentscheidbarkeit von Godel's Satz

Das Axiom wird auf Godels Satz G angewandt und auf Géodelnummern abgebildet. Aus dem
variablen Zeichen Z und der Variablen I wird die Zahlenvariable x. Die 0 besitzt geméfl Godel die
Godelnummer 1°. Damit erhilt man (4 ) aus ( 3):

(4)Ixix=1F—=(Ix>1:x>1+TG")

Die Voraussetzung der Existenz der Godelnummer x = 1 beweist: Es trifft nicht zu, daf} eine
Godelnummer x > 1 existiert, die den Satz mit der Godelnummer "G beweisen wiirde.
Godel's Satz (1) LiBt sich Aquivalent auch durch ( 5) formulieren: Es existiert keine Sequenz
die G beweisen konnte:

(5)G==(Ax>1:x>1TG")

Dieser Satz stimmt mit der rechten Seite von ' -+ "in ( 4 ) {iberein. Aus (4 ) und ( 5) folgt (6 ):
(6)Ix:x=1+~G

Die Existenz der Godelnummer 1 beweist Godel's Satz.

Dieses iiberraschende Resultat verdient eine Erklarung. Dazu wird ( 6 ) decodiert:

Die Existenz von “nichts” der Beweisfiihrung, beweist den Satz G, fiir den die “nicht-Existenz”
seines Beweises durch eine Sequenz gilt.

Dem entspricht, dall der Beweis von G auf “nichts”, d.h. “keine(r) Sequenz”, beruht.

Die Widerlegung von G entspriche dem Beweis seiner Negation. Dann miifite gelten:
dx:x=1F3Ix>1:x>1F TG". Diese Aussage ist falsch.

Die Negation von G kann nicht bewiesen werden.

G ist entschieden, die Unentscheidbarkeit ist widerlegt.

Der 2. Unvollstindigkeitssatz impliziert, da3 aus dem Beweis der Widerspruchsfreiheit der nicht

3 Die 1 ist das neutrale Element der durch Godelnummern codierten Beweisfithrung. Der Faktor 1 beeinfluflt die
Godelnummer T' des Beweises nicht, die Godelnummer 1 reprisentiert ,,keine Sequenz®, ,,kein(en) Beweis®.



mogliche Beweis von G folgt und deshalb ein Widerspruch vorlidge. Der Beweis von G ist nicht
mehr widerspriichlich, der Beweis der Widerspruchsfreiheit ist also nicht mehr ausgeschlossen.
Godel hat fiir seine Beweisfithrung eine Sequenz, d.h. x > 1 vorausgesetzt, unter dieser Primisse
sind die ,,Unvollstandigkeit*“ssdtze richtig, d.h. aus Godels Axiomensystem kann sein Satz
tatsdchlich nicht entschieden werden. Er hat mit seinen Sétzen aber nicht die Unvollstdndigkeit der
Theorie der natiirlichen Zahlen bewiesen. ,,Unvollstandigkeit” im Zusammenhang mit diesen
Sétzen wird deshalb in Anfiihrungszeichen gesetzt. Die Widerlegung der Unvollstidndigkeit beruht
auf x = 1, d.h. ,,keine Sequenz”. Godel hat postuliert, dall weitere Axiome seinen Satz nicht
entscheiden konnten. Das neue Axiom des ,,nichts“ der Beweisfithrung widerlegt ihn. Nicht die
Theorie der natiirlichen Zahlen ist unvollstindig, sondern das Axiomensystem, das Godel
vorausgesetzt hat.

5. Kommentar

- Godel's Satz ist gemal der bisherigen Theorie wahr aber nicht beweisbar. Semantische Wahrheit
wird deshalb im Vergleich mit syntaktischer Beweisbarkeit als das stirkere Konzept gesehen.
Dieser Unterschied kann durch die ,,Unvollstindigkeit”ssédtze nicht mehr begriindet werden.

- Die gegenwirtige Theorie macht auch ein Non Standard Modell mit ,,Non Standard natiirlichen
Zahlen” n,e notwendig, in dem die Nicht-Beweisbarkeit von G ,,falsch* und damit G ,,beweisbar”
ist. Die in Anfiihrungszeichen gesetzten Begriffe verdeutlichen, daf3 fragliche Aussagen vorliegen.
Sie sind nicht decodierbar, sodal3 die Begriffe ,,falsch* und ,,beweisbar” nicht zu deuten sind. Die
npg enthalten die Standard natiirlichen Zahlen als Teilmenge, sind dariiber hinaus aber wesentlich
umfangreicher. Dieses obskure Non Standard Modell der natiirlichen Zahlen existiert gemif3 der
hier vorgelegten Beweisfiihrung nicht. Da Godel's Satz sowohl semantisch wahr als auch
syntaktisch beweisbar ist, wird es iiberfliissig.

- Durch Hilbert's Programm sollte fiir alle Siatze der Mathematik bewiesen werden, dal3 sie
widerspruchsfrei und entscheidbar seien. Das Programm scheiterte an Godel's
Unvollstandigkeitssdtzen. Nach der Widerlegung der Unentscheidbarkeit ist Hilbert's Programm
wieder moglich.



